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Abstract: The digital systems implementation of the DFT involves the representation, via
floating point or integer rounding errors, of the two real fields that make the field of
complex numbers; this results in a large consumption of hardware and time, compared to
what it would have in an implementation via a single field of integers such as the Galois
Field. In consequence in this paper then design and implementation of a VHDL transform
algorithm in Number Theoretic Transform (NTT) for the resolution of the DFT over a
Galois field in a FPGA is presented. The implementation results showed hardware and time
consumption is considerably reduced, and furthermore, a very simple architecture NTT was
obtained on the FPGA.

Keywords: Galois Fields, Cyclotomic Cosets, Discrete Fourier Transform, Number Theoretic
Transform, FPGA.

Resumen: La implementacion de la DFT sobre sistemas digitales, implica la
representacion, en punto flotante o en enteros con errores de redondeo, de los dos campos
reales que componen a los nimeros complejos; ello se traduce en un gran consumo de
hardware y de tiempo, en comparacién a lo que se tendria en una implementacién sobre un
solo campo de enteros como los de Galois. Por lo anterior en este articulo se presenta el
disefio e implementacién en VHDL de un algoritmo de transformada en teoria de nimeros
(NTT) para la resolucion de la DFT sobre un campo de Galois en una FPGA. Los resultados
de la implementacion mostraron que se reduce el consumo de hardware y de tiempo en
forma considerable y ademas, se obtuvo una arquitectura muy simple de la NTT sobre la
FPGA.

Palabras clave: Campos de Galois, clases laterales ciclotémicas, Transformada Discreta
de Fourier, Transformadas en Teoria de Ndmeros, FPGA

. INTRODUCCION
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técnicas, resulta interesante extender las mismas a

Tradicionalmente, dentro de las numerosas técnicas
existentes para el procesamiento de sefiales, una de
frecuente uso corresponde a las denominadas
técnicas basadas en transformada de Fourier (DFT?).
Asi también se dispone de algoritmos para su
eficiente implementacion denominados
ampliamente algoritmos FFT 2. Debido a la gran
aplicacion y beneficios que presenta el uso de estas

campos de otra naturaleza distinta a la de los
complejos con el fin de generalizacién de los
resultados obtenidos; razon por la cual desde hace
algunos afios la atencién ha girado en torno a la
definicién de dicha transformada en otro tipo de
estructuras algebraicas, a saber los campos finitos.
Este tipo de técnicas se denominan en general
Transformadas en Teoria de NUmeros — NTT.

L Por sus sigla en inglés Discret Fourier Transform

2 Por su sigla en inglés Fast Fourier Transform



Cuando se utiliza la DFT para el procesamiento de
sefiales, se encuentra que es necesario trabajar con
los nameros complejos lo cual (en principio)
esencialmente no es lo mas adecuado para
implementarlo sobre una estructura de circuitos
digitales. Al trabajar una transformada en teoria de
ntmeros basados en campos de Galois se elimina el
uso de nimeros complejos y se reduce los errores
ocasionados por el redondeo que se realiza cuando
se trabaja con DFT, esto debido a que en los campos
finitos solo existen nimeros enteros y polinomios
con coeficientes enteros (viéndolos como
extensiones algebraicas simples).

Existen actualmente varias formas o métodos para
trabajar con la NTT, dentro de las cuales se destacan
las que estan basadas en los nimeros de Fermat y en
los nimeros de Merssenne, véase por ejemplo [1],
[2], [4], y las basadas en Campos de Galois como por
ejemplo en [3], [6], [9], [10] siendo este ultimo tipo
el cual se desarrolla en este documento.

Il. DESCRIPCION DEL ALGORITMO

El algoritmo descrito esta basado en [9] y por el cual
se tiene que la transformada discreta de Fourier sobre
un campo finito GF (2™) esta dada por:

n-1
F=f@h=Yfial, j
i=0
“eon-1]
En donde f = 1o fowrfa1) F =
[Fo, Fyy o, Fnql, CON £, F; € GF(2™) y n = 2™ —

1y, a es un elemento de orden n en GF(2™). Visto
como un operador lineal de GF(2™), lo anterior se
expresa como:

F=W-f

En esta expresion f es el vector a transformar y F es
el vector transformado. El objetivo del algoritmo
para la transformada de Fourier ciclotémica es
“cambiar la forma” de la matriz W expresando cada
elemento del vector f como suma de polinomios
linealizados. Este cambio se hace con el fin de
evidenciar cierta naturaleza recurrente en la
estructura del operador lineal.

El algoritmo, desarrollado en MATLAB vy el cual se
esquematiza en la Figura 1, seta estructurado de la
siguiente manera:

. Representar los elementos del campo GF (2™)
como suma de polinomios linealizados, es
decir su representacion mediante clases
laterales ciclotomicas®
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. Evaluar dichos polinomios en un conjunto de
puntos base (con una base normal)

. Calcular el vector resultante como una
combinacién lineal de estos valores con un
conjunto de coeficientes del campo base
GF(2)

. Al final de este proceso, se obtiene una serie
de plantillas en VHDL que serviran como
bloques de construccion del hardware de la
transformada.

APLICACION DEL
ALGORITMO PARA
LA TRASNFORMADA

DE FOURIER

GENERACION DEL
CAMPO DE GALOIS

GENERADOR
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Fig 1. Estructura del algoritmo
A. Transformada de Fourier Ciclotémica

En [9] se tiene que cada elemento de la trasformada
(1) puede sintetizarse como:

Fo=f@)=) fia¥
. i=0
= Z L; (a’*)
i=0

l
= > L@y
i=0

m;—1

= Z 2 Qijs Li(ﬁi,s)

i=0 s=0
mi—1m;—1

1
= 2 2 2 aijs.BiZ,:fkin
i=0 s=0 p=0
cons € [0,m; —1],i €[0,1],j € [0,n — 1]

En la expresion (2) se tiene que a;;s € GF(2), B
corresponde a los elementos de la base y fy .»

representa una permutacion de los elementos del
vector de entrada a transformar. Matricialmente se
tiene que:

F=A-L-f

8 cosets ciclotomicos




A Esta dltima expresion se le denomina
Transformada Ciclotomica de Fourier, conA una
matriz binaria, es decir con elementos en GF(2) y LL
una matriz diagonal en bloques conformada por los
elementos de la base, es decir:

Ly, 0 .. O
I
0 0 0 L

en donde cada bloque L; es una matriz circulante
formada por los elementos de una base normal del
subcampo GF(2™i) con m;|m, es decir

mi—-1
ﬁi,O ﬁfo i2,0 '
mi—-1
L = Bia 3121 i2,1 L
3 . . . .
' - Jmi—1
Bi,mi—l .Bi,mi—l .Bi,m:—l

Sien (3) se emplea una base normal con la propiedad
de que la suma de sus elementos sea 1, es decir una

2 m;—1
base (yi,v2,vZ, .. vE") tal que v +yZ+

22 zmi—l . .
yi ++ i = 1, se tiene que L; es una matriz
circulante, luego basta con tener la matriz para un
indice i y el resto se generan por rotacion entre los
elementos de la misma.

I11. DISENO DEL HARDWARE

En (3) se tiene que para la transformada directa, f
corresponde a una permutacion del vector de
entrada, la cual esta dominada por el orden de los
elementos en las clases laterales ciclotémicas del
campo. La Figura 2 muestra el diagrama de bloques
del hardware para el algoritmo en el caso de la
transformada directa, para la transformada inversa se
tiene la misma estructura y, solo se cambian AL por
LA™Yy f por F.

Producto punto entre
vectores de GF(2"m)
'

\
\
f :{>|1|::> f' —p F
!
]
1]
/ |
Permutacién AL

Figura 2. Diagrama de blogues del algoritmo
A. Implementacion en Hardware

La implementacion en hardware de (1) consiste de
tres grandes moédulos: la matriz S = AL , el
multiplicador de campo finito y el arreglo de
conexiones para la permutacion de la entrada f, tal y
como se aprecia en la Figura 1.
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Para generalizar el sistema, los médulos de hardware
se disefian de forma parametrizada, lo cual permite
que solo con el cambio de unas constantes fuera del
madulo se cambie el campo en el cual se implementa
la transformada. El disefio parametrizado de los
modulos consiste a la vez de dos partes:

. La construccién del campo y de las matrices A4,
L y el arreglo de conexiones para la
permutacion de la entrada, proceso realizado
en MATLAB vy la cual arroja como resultado
un modulo en VHDL que contiene dichas
matrices.

. La implementacion en VHDL  del
multiplicador de campo finito parametrizado.

De lo anterior se obtiene entonces la transformada
ciclotémica de Fourier como el producto en GF(2™)
de unas constantes previamente establecidas por los
elementos reordenados de la entrada, tal y como se
aprecia en la Figura 3.

Oo0g-g| @
O0go-g| @
oo 0.9
Oo-g| O

Figura 3. Detalle de la multiplicacion matrices de la
Figura 2

En la Figura 3, el recuadro a la derecha representa
la operacion de la transformada ciclotémica de
Fourier. El disefio tiene los siguientes parametros de
entrada:

. m — la dimensién del campo
. n — el tamafio de la transformada

. pol — polinomio que genera el campo (en
representacion decimal)

Dichos parametros hacen que el disefio ajuste el
multiplicador de campo finito al campo requerido en
el cual se desarrolla la transformada. En las
secciones siguientes se describen los componentes
de la aritmética en GF(2™) que aparecen en la
Figura 2, es decir la suma y la multiplicacion.

B. Sumaen GF(2™)

Por teoria de campos finitos [7], los elementos del
campo pueden ser vistos cada uno como polinomios
de grado n — 1 en el anillo GF(2)[x], es decir, los
coeficientes son 1 0 0, luego la suma de ellos puede
verse como la operacion XOR. Dicho de otra forma,
sean A = Ay, Ay ..., A1 con A; =S, ) X ()
(vea la Figura 2), se tiene que la suma entre A, y A,
cons,t€0,..,n—1es:



As(X) + A (x) = (Agp + Agax + -+ Agn_gx™ 1)
+(At,0 + Atylx + + At'n_lxn_l)

= (AS,O + At,O) + (AS,l + At,l)x + -

+(As,n—1 + At,n—l)xn_l
en donde,
Agj + Apye = (A )XOR(Ary)
con
Asp Ay € GF(2) paratodo s, t,k €0,..,n—1
C. Multiplicador de campo finito

El circuito estd compuesto de tres modulos
principales, a saber, el multiplicador en GF(2™), el
producto punto entre GF (2) y el médulo que realiza
el producto punto entre dos vectores de tamafio n
con elementos de GF(2™)

La Figura 4 muestra la forma en cdmo se relacionan
cada uno de los submdédulos recién mencionados.
Dicha figura muestra un disefio jerarquico, en donde
el producto punto en GF(2), que como se vera
posteriormente se reduce en una combinacién de
compuertas and y or, es usado reiteradas veces para
implementar un producto entre dos elementos de
GF(2™). Este a su vez es usado varias veces por el
producto punto entre vectores de elementos de
GF(2™), tantas veces como la longitud del vector.

Multiplicador do Campo Finito

bt il

0 : 1 Prbmmbemni |

J jv
[ Matriz | == ‘ .

Figura 4. Multiplicador de campo finito

D. Producto Punto en GF(2)

Este circuito implementa el producto punto entre
elementos de GF(2™) vistos como polinomios en
GF (2)[x], cuyos coeficientes forman un vector con
entradas en GF (2). Es decir, dados 4, B € GF(2™),
se tiene que A(x) = ap_x™ 1+ a,_x" 2+ - +
ax+a, , B(x)=b,_1x" 1 +b, ,x" 24+
byx + by, con a,_q, ..., g, bp_1, ..., by € GF(2), el
producto punto usual entre A, B esta dado por,

n-1

A() - B(x) = Z a; b; € GF(3)

i=0

La ecuacién anterior representa el producto punto, y
como se ve, solo son productos y sumas de
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elementos de GF (2), es decir ‘1’ y ‘0’, por lo tanto,
a nivel de hardware puede verse como:

A . B = (aoANDbo)XOR(alANDbl)XOR e

XOR(a,_;ANDb,,_;)
E. Multiplicacién en GF(2™)

Esta operacién se realiza viendo a A(x) como vector
columna de una matriz circulante, la cual luego se
multiplica de forma usual por B(x), para finalmente
“enrollar” las potencias x™,x™*1, .., x?""2 . La
implementacidn de las multiplicaciones matriciales
se realiza haciendo uso del médulo producto punto,
descrito antes.

Qg 0 b,
a, ao : by
Ap— a
AX)B(X) =| "1 a ! b
- : m—1
0 0 An-1 0
0
0 0 0 aoy 0
Co
€1
C2
- Cm-1
0
0

Para “enrollar” dichas potencias se parte del
producto Cx)=A(x)B(x) =cy+cix+ -+
Cpa1 X" T4 cpx™ + o+ + Cpp_px?™ 2y se divide el
mismo en dos subvectores C;(x) y C,(x) de la
siguiente manera,

Ci(x) = co+ c1x + -+ cpx™ !

Cy (%) = Cpx™ + Cpyg x™ 4 oy x?M2

De donde el vector C,(x) se multiplica de manera
similar a (4) pero con la matriz de reduccion
traspuesta Q, cuya primera fila corresponde a los
elementos del polinomio primitivo que genera el
campo, y las filas restantes se obtienen como
circulacion de dicha fila. Finalmente, se suman y el
resultado obtenido E(x) € GF(2") es el deseado, es
decir,

A(x)B(x) = E(x) = C;(x) + C;(x)Q € GF(2™)

F. Producto punto de vectores de elementos de
GF(2™)

Este ultimo modulo del multiplicador no es mas que
una generalizacion del producto punto en GF(2)[x]
ya mostrado en la seccién 3.D. La diferencia con el
primero es que en vez de realizar las
multiplicaciones con AND, se realizan invocando el
modulo de multiplicacién en GF(2™). Asi como
sucedia con el producto punto en GF (2)[x], en este



caso, el producto punto es de vectores de tamafio
arbitrario, pues la forma de implementar el producto
fue parametrizada, es decir, solo bastan tres
elementos para describir por completo al
multiplicador, el polinomio que genera el campo (en
representacion decimal), el tamafio de los vectores
(igual para ambos factores) y el tamafio de cada
elemento del vector, es decir el m en GF(2™).

IV. PRUEBAS Y RESULTADOS

En esta seccion consideramos tres aspectos en cuanto
a la implementacién de la transformada ciclotomica,
a saber: consumo de recursos de hardware, tiempo de
computo y simulaciones con sefiales “clasicas”.

A. Consumo de recursos de hardware y restraso de
propagacién

Para evaluar el desempefio del sistema descrito en
este documento, se implement6 el mismo sobre dos
dispositivos FPGA de Altera Corporation y se
analizo el consumo de recursos sobre cada uno de
ellos para transformadas de longitud maxima sobre
diferentes campos finitos, es decir GF(2™) con m
variando en Z*. El primer dispositivo es la FPGA
Stratix - Il, que pese a que ya tiene algunos afios de
haber salido al mercado sigue considerandose una
FPGA robusta ideada para aplicaciones de
procesamiento de sefiales, mientras que el segundo
es la FPGA Cyclone Il que es un dispositivo de bajo
costo para aplicaciones de menor exigencia. En
particular se utilizaron la Stratix-11 EP2S601020C3
y la Cyclone-ll. Los resultados obtenidos se
muestran en la Tabla 1 a continuacion.

Transformada Ciclotdmica de Fourier sobre
GF(2%)

FPGA Celdas Logicas Retraso maximo
. 272 de 48 352(< 16.188 ns (f =
Stratix 11 1%) 62 MHz)
305 de 18 752 17134 ns (f =
Cyclone Il (2%) 58 MHz)

Tabla 1. Consumo de recursos

En cuanto al tiempo de coOmputo necesario, se
tiene que siguiendo a [3], el mismo se midié como el
retraso maximo de propagacion entre puertas légicas,
el cual da un limitante para la frecuencia de operacion
del sistema, los resultados se muestran igualmente en
la Tabla 1.

B. Simulaciones con seriales “clasicas”

Este aparte comprende la simulacién del algoritmo
implementado tanto en VHDL como en software,
este Gltimo mediante MATLAB. Se muestra a
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continuacidén la respuesta del algoritmo a sefiales
clasicas. Para fines netamente ilustrativos, el campo
de trabajo es GF(2*) generado a partir de GF(2)
con una raiz del polinomio f(x) =x3+x+1.
Ademas, la longitud de la transformada es n = 2% —
1 = 15. Cada elemento de campo, el cual estamos
viendo como polinomio con coeficientes en GF(2),
lo identificamos por el equivalente en decimal de sus
coeficientes binarios, asi por ejemplo sea f €
GF(2*) dado por:

f(x)=x2+x+1:[0 1 1 1]22710

Luego un vector de elementos de GF(2%) puede
verse como un vector cuyas entradas son los
nameros entre 0 y 15.

1) Impulsos centrados en cero: Sea el siguiente
conjunto de sefiales:

6(n),26(n),46(n),86(n),156(n)

En MATLAB, la transformada ciclotdmica de este
conjunto de sefiales es:

15 0 © 0 0 0O O O O O 0 O O 0 0]

Figura 5. Transformada de sefiales impulso.

En VHDL, el resultado de la transformada se
aprecia en la Figura 6 mostrada a continuacion
Figura 6. Transformada de sefiales impulso — VHDL
(ModelSim)

2) Impulsos Desplazados

Se realizan pruebas ahora con sefiales impulso, pero
fuera del origen, sean entonces,

6(n—75), 156(n—1)

Los resultados en MATLAB se muestran en la
Figura 7 a continuacion.

5 13 2 1 =z ES 8 3 & 1z 11 5 10

Figura 7. Transformada de sefiales impulso
desplazadas

15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 ]



Similarmente, en VHDL se tiene que la
simulacion arroja como resultado

| ess| | ]
= 4 3fr)
U R R R

Figura 8. Transformada de sefiales
desplazadas — VHDL (ModelSim)

impulso

V. CONCLUSIONES Y FUTUROS TRABAJOS

En este documento se presentd una implementacion
en VHDL del algoritmo basado en el presentado en
[9] vy en el cual, a diferencia de trabajos similares
como [3], [10], se muestra de forma explicita la
aritmética dentro del campo GF (2™). El disefio es
altamente parametrizado, lo cual brinda de gran
generalidad al sistema, pues pueden implementarse
transformadas de cualquier campo de caracteristica
2 y de cualquier longitud de transformada.

La rapidez del algoritmo se basa en la naturaleza
misma del campo subyacente, pues a diferencia del
campo de los nimeros complejos C, en GF(q) no
existe el concepto de fase. Dicha rapidez solo se ve
disminuida por la naturaleza aparentemente sin

estructura de la matriz A en (3).
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