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Abstract: This paper presents the description, simulation and control of one of the non
lineal systems more studied for carrying out demonstrations of lineal and non lineal
control laws:. the Inverted Rotary Pendulum or Furuta Pendulum, which consists on a
motor, an arm that rotates in the horizontal plane and a pendulum joined to one of hedges
which is able to rotate in the vertical plane freely. The design of a system of lineal control
will be presented based on location of poles, with the objective to maintain the pendulum
in its point of unstable balance (swinging control); besides the implementation of a law of
non lineal control to approach the subproblema of taking the pendulum from its position
of rest toinvested proximities, to give complete solution to the problem of Swing Up. The
non lineal pattern is built in Matlab -Simulink with the purpose of checking the control in
simulation then to implement the control on the built prototype.

Keywords: Discrete control, pendulum, sliding mode control, state-space.

Resumen: Este articulo presenta la descripcion, simulacion y control de uno de los
sistemas no lineales més estudiados para realizar demostraciones de leyes de control
lineales y no lineales: el Péndulo Invertido Rotacional o Péndulo de Furuta, e cud
consiste en un motor, un brazo que rota en el plano horizontal y de un péndulo unido a
uno sus extremos que es libre de rotar en el plano vertical. Se presentara el disefio de un
sistema de control lineal basado en ubicacién de polos, con el objetivo de mantener €l
péndulo en su punto de equilibrio inestable (control de balanceo); ademas de la
implementacién de una ley de control no lineal para abordar el subproblema de llevar €l
péndulo de su posiciéon de reposo a las cercanias de la invertida, para dar solucién
completa al problema de Swing Up. Se construye el modelo no lineal en Simulink de
Matlab con el fin de comprobar el control en simulacién para luego implementar el
control sobre el prototipo construido.

Palabras clave: Control discreto, péndulo, control nodos deslizantes, espacio de estados.

1. INTRODUCCION Iwase (2004), lwase et a. (2006)). Desde entonces,

cientos de articulos y tesis han usado este sistema

El péndulo de Furuta es un sistema subactuado de para realizar demostraciones de leyes de control

dos grados de libertad y atamente no lineal lineales y no lineales (Akesson and Astrom (2001),

desarrollado por Katsuhisa Furuta y sus colegas Olfati-Saber (2001)), Ademés €l sistema ha sido

(Furuta et a. (1992), Xu et a. (2001), Furuta and sujeto de dos textos (Fantoni and Lozano (2002),
134
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Egeland and Gravdahl (2002)). A pesar de la
cantidad de atencién que ha recibido, muy pocas
publicaciones han usado la dindmica completa
(Cazzolato and Prime (2008)), unos pocos autores
(Xu et a. (2001), Iwase et al. (2006), Akesson and
AstrAom (2001), Hirata et a. (2006), Ratiroch
Anant et a. (2004), Baba et a. (2006)) han
considerado péndulos delgados y simétricos con €l
fin de simplificar la dinamica, dos articulos (Craig
and Awtar (2005), Awtar et al. (2002)) se han
incluido los tres términos de inercia de el péndulo,
pero en la mayoria se desprecian los coeficientes
defriccién y ladinamica del motor.

L os sistemas mecani cos subactuados, poseen pocas
entradas de control (en este caso solo una),
aparecen en un amplio rango de aplicaciones
incluyendo robdtica, sistemas aeroespaciales,
sistemas moviles, etc. Entre los sistemas
subactuados de este tipo se encuentran el Acrobot,
el Pendubot, el sistema Cart-Pole, el sistema Beam-
and-Ball, el sistema TORA (translational rotational
actuator), entre otros.

El problema de llevar el péndulo desde la posicion
de reposo a la invertida (vertical arriba) se conoce
como "swing up', por lo que en el problema de
control del péndulo aparecen 2 subproblemas: el de
llevar el péndulo desde su posicidn de reposo alas
proximidades de la posicién deseada, y e de
estabilizar el péndulo en la posicién invertida,
como lo expresa (Aracil (2005)). Entre las
estrategias de control desarrollas las mas
importantes se basan en control hibrido, control
conmutado y el control basado en energia
(Astrom0Q).

En este articulo se empleard la dinamica del
sistema No Linea presentada por (Cazzolato08),
donde se incluye la dinamica dada por el motor DC
y agunos términos de fricciéon, con el fin de
implementar el modelo no lineal en Simulink de
Matlab, en e cua ademés se redizard la
construccion del control de balanceo y de Swing
Up tanto para el modelo simulado como para el
prototipo, con el fin de realizar la comparacion.

El documento esta organizado de la siguiente
manera: en la siguiente seccion se presenta la
descripcion de la dindmica del péndulo y el modelo
matematico el cual incluye la dindmica del motor,
en la seccién 3 se construye el modelo linealizado
entorno a punto de equilibrio inestable, con base
en este, en la seccién 4 se realiza el andlisis de
estabilidad, controlabilidad y observabilidad del

sistema tanto en tiempo continuo como en discreto;
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la seccion 5 esta dedicada a disefio de los
controles, y por ultimo en la seccién 6 se entregan
los resultados en simulacion y sobre el prototipo.

2. DINAMICA DEL PENDULO INVERTIDO
ROTACIONAL

2.1 Descripcion

El péndulo como se observa en la figura 1 (Fuente:
Cazzolato08) esta montado sobre un motor DC,
usado para aplicar un torque (t) a brazo € cua
rota en el plano horizontal, acoplado a este se
encuentra el péndulo quien puede rotar libremente
en el plano vertical. El brazo y el péndulo tienen
longitudes L; y L, y masas hy y np, aunadistancia
I, y | respecto a su centro de masa, con momentos
deinercia j; Y j, respectivamente.

El momento total de inercia del brazo sobre la
punta del eje es J y lainercia total del péndulo
sobre la punta de su e€e es J. Cada union
rotacional tiene coeficientes de amortiguamiento
viscoso b y Iy, donde b es d amortiguamiento
suministrado por las escobillas del motor y b, es €l
amortiguamiento proveniente de la conexién entre
el brazoy el péndulo.

Para definir las entradas se ha usado el sistema
coordenado dado por la regla de la mano derecha,
La rotacién angular del brazo (?;) es medida en el
plano horizontal en direccién opuesta de las
manecillas del reloj (positiva). La rotacion angular
del péndulo (?;) es medida en €l plano vertical en
direccién opuesta de las manecillas del relo]
(positiva); cuando el péndulo esta suspendido en
equilibrio estable (abajo) laposicion es?,=0.

El torque que e motor aplica a brazo (t) es
positivo en la direccion opuesta a las manecillas
del relgj.

Fig. 1. Descripcion fisica péndulo invertido
rotacional.
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2.2 Conjeturas

Con €l fin entregar la dindmica del sistema se dan

| os siguientes supuestos:

- Launidn entre el eje del motor y el brazo es
rigida.
Se da por hecho que €l brazo y el péndulo son
rigidosy delgados.
La inercia del rotor del motor se asume
despreciable.
Solo d
considerado.
Otras fricciones no son tenidas en cuenta.

amortiguamiento  viscoso  €s

2.3 Modelo Matematico

La formulacion del Lagrangiano es utilizada para
deducir la dinamica completa del sistema. Las
ecuaciones (L y 2) dan € modelo no lineal que
describe la dindmica del sistema deducidas por
(Cazzolato08).

th{Jdy + Ja sin” ta 1} + oy g cos(fa ) — ap sl il :I'-'._T:
+ Jolly By sin(20;) + By =7 (1)
r.n-_r.:.| cosi s | + ..I'jn':l:-_n - %J_.rj';' sl 20 ) + n'n_-":'-_-
. +agsiniifa ) =10 (2]
Donde:
ap =mall;
ag = gmaly
Jl= 3 —.'.l.'||'.':
J2=ja+ .'J.".l"::'
Jo=10 + |.-.'-_:-.|'.f

2.4 Modelo Motor DC

La ecuacion diferencial que describe el subsistema
para un motor DC usado en el péndulo de Furuta
puede deducirse por medio de la ley de Kirchhoff
de voltaje como se muestraen la ecuacion (3)

Lyit R it K d =V {3y
Donde:
V = Voltaje aplicado a motor.
i = Corriente que fluye através del motor.
m = Constante electromotriz y del torque.
Lm= Inductancia eléctrica del motor.
R = Resistencia el éctrica del motor.

El torque producido por el motor DC esta dado por
laecuacion (4)

T= K (d)
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3.OBTENCION MODELO LINEAL

Para la obtencion del modelo linedlizado se
necesita acomodar la dindmica del sistema dada
por las ecuaciones (1y 2) junto con |las ecuaciones
(3y 4) ala representacion en espacio de estados,
donde se incluye otra variable de estado: Xs=i. El
vector de estado corresponde a mostrado en la
ecuacion (5)

f"._-l = ['5"1 s i t'.i-_, i:-.' (5)

(o T T o B T

3.1 Puntosde equilibrio

Haciendo cero las ecuaciones de estado no lineales
se obtiene los puntos de equilibrio dados por (6)

Tipg = [0 mw 000 ' .;1:||
Los puntos de equilibrio importantes del sistema
corresponden a la posicion vertica-arriba
(equilibrio inestable) representado por la ecuacion
(7) y posicion vertical-abajo (equilibrio estable)
representado por la ecuacion (8)

Tiegr = [0 7 00 0] ()

Frioga = [000 00 07 (8]

3.2 Linealizacion

Realizando |a linealizacion arededor del punto de
equilibrio inestable dado en la ecuacion (7) se
obtiene el sistema lineal en espacio de estado
mostrado en la ecuacion (9).

i || 1 a 1 T 0

Ta o0 0 1 0 - ]
J{ 0 Ay Azz Az Byl r + 0V m
Iy 0 Adpn Az As Bula| | 0
Donde:
_ i1 2 _ a0y
taz = ..r.._.I'-_| —_ r.'.'I 4 e ﬁ;
— Faby —ay b
Agz = ..-r|—.._|'-_. — r|l-TI. Agz = T ,,.f._. .
_ =iy _ =hedy
Rl oy e By Ay A
-Ir-_'; i
."l'::|=m '”"I'=.}._.'-_,_.rr

La salida del sistema esta dada por la ecuacion (10)

Esta representa las variables medibles fisicamente

del sistemareal, en este caso son las posiciones (?;
Yy ?2).

i1

 foooo) ™

= | (1
5 m1Lo00 (10)

T4
¥
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3.3 I dentificacién de Parametros

Los parametros del modelo son tomados del
prototipo de Péndulo Invertido Rotacional
desarrollado por los autores del articulo (fig. 2),
dichos parametros se encuentran en laTabla 1.

Fig.2. Prototipo de Péndulo Invertido Rotacional.

Tabla 1: ParAmetros del Prototipo
Walor

Descripoidan Motacidn Unicnades

Pardmeotros Movor
Trrduciancia i 1.8y ml
M 1.85 k
Mo 00434
31 ATE-A

M A
Nmsrad

Parimetros Brazo

Lomgitud I .15 m
0,023 m
Alasa 7 017 kg
Blomonte Inercha en TN il LIRCIT
Cosflokente viscos -'1-_- 1E-4

Pardnmetros Pandiilo
La 021 I
al .8 iz i
™0 03 k
ZiE1E4 kg

i
Constante grovitackomsal ] .81 e

Lomgitud ol 58] I

Blomente Inercha en CAL

4. ESTABILIDAD, CONTROLABILIDAD Y
OBSERVABILIDAD

4.1 Estabilidad

Reemplazando los respectivos valores de los
parametros en el modelo linealizado dado por la
ecuacion (9) se calcula los valores propios del
sistema, los cual es son:

Ay = [0 —938 6037 81438 —8 45871 —0.4125]

(11}

Como se puede aprecia aparte de tener un valor
propio en cero, el sistema tiene un valor en €
semiplano derecho por lo qie en este punto de
equilibrio el sistema es inestable (equilibrio
inestable). Para evaluar €l tipo de comportamiento
del sistema en este punto de equilibrio se realizé la
simulacion del sistema no lineal en Simulink de
Matlab, donde se obtuvo la respuesta que se
muestra en la figura 3 ante una condicién inicial
cercanaa punto de equilibrio inestable.
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Vi etk Pt €| L

s Frrdoln 1

Fig.3. Respuesta del sistema no lineal ante
condicion inicial cerca del punto de
equilibrio inestable.

Como se puede apreciar e punto de equilibrio
inestable dado mr la ecuacion (7) se comporta
como un tipo fuente (cualquier condicién inicial
cercana no terminaen este punto), ademas se puede
apreciar que e punto de equilibrio dado por la
ecuacion (8), el cual es estable, tiene un
comportamiento de tipo pozo (cualquier condicion
inicial cercana o lejanaterminaen este punto).

4.2 Controlabilidad y Observabilidad.

El sistema linealizado descrito por las ecuaciones
de estado (9 y 10) es controlable si y solo s la
matriz de controlabilidad (Co = [B AB... A*B])
tienerango 5,y es observablesi y solo si lamatriz
de observabilidad (Ob = [C CA...CAY"
Realizando la construccién de las matrices Co, Ob
y evaluando el rango se obtiene:
rank (Co) =5y rank (Ob) =5.

Entonces el sistema es de estado totalmente
controlable y observable en este punto de
equilibrio.

Se procede a evauar la controlabilidad y
observabilidad del sistema discretizado con un
periodo de muestreo Ts =0.0067seg (150H2z),
realizando la construccion de (Cod), (Obd) y
evaluando el rango se obtiene: rank (Cod) =5y
rank (Obd) = 5. Entonces €l sistema discretizado es
de estado totalmente controlable y observable en
este punto de equilibrio.

5. DISENO CONTROLADORES

Para realizar el control de Swing Up es necesario
usar una ley de control No Lineal que acerque €l
péndulo de su posicion de reposo a cercanias de la
invertida, en este caso se implementa una estrategia
de Modos deslizantes disdiada por Furuta (2003).
Para el control de balanceo la mejor opcion es
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implementar un control basado en retroalimen-
tacion de estados; aqui se usa ubicacién de polosy
un observador de orden minimo para redizar este
control (Ogata (1996)).

5.1 Ubicacion de Polos Discretos

La técnica basica para el disefio de controladores
basados en variables de estado es la ubicacién de
polos, que utiliza la ley de control dada por la
ecuacion (12).
wlky=—HKy-xik) (12)
Ky es la matriz de ganancia de realimentacion.
Dado que el sistema discretizado es controlable, es
posible asignar polos a sistema discreto en lazo
cerrado (Ag — B4Kg) en cualquier lugar dentro del
circulo unitario. Se proponen los polos para €
sistema en lazo cerrado dados en la siguiente
ecuacion (13).
Paolosd = [0.97 0.96 0,05 0.04 093] (13)

La matriz K4 obtenida para el sistema en lazo
cerrado se muestra en la ecuacion (14).

K= [-01875 42485 —0.1775 0.5218 —1.4203] (1 I:{
Por ultimo debido a que solo se pueden medir ?; y
?», €s necesario implementar un observador para
estimar el resto del estado del sistema.

5.2 Disefio Observador Orden Minimo

En la préactica, algunas de las variables de estado
pueden medirse con precision, las cuales no
necesitan ser estimadas. Un observador que estime
menos de n variables se conoce como observador
de orden minimo (Ogata (1996)).

El observador de orden minimo puede disefiarse
dividiendo primero el vector de estados K[k]) en
dos partes:
o | malk)
z(k) = {l‘b{k‘}}

Donde, x,(k) es la porcion del vector que puede
medirse(m variables), xy(k) eslaporcién del vector
no medible (n-m variables).

Se procede arealizar ladivision de las matrices.

_ ':-'I\.n.: ':-'Iu!l- i E
Ag = [Gn. G [1F

o, H,,]

H, (1G]

Para este caso se tiene en total cinco variables de
estado (n=5), de las cuales dos pueden ser medidas
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(?1y ?2) y derivando estas se obtienen 71y 2,
corriente del motor.

Debido a que el sistema discreto es observable, es
posible disefiar e observador. La ecuacidon
caracteristica para el observador de orden minimo
€s:

w2 — Gy + KoGap| =10 (17)

Ke €s la matriz de ganancia de realimentacion del
observador, esta puede determinarse seleccionando
la localizacion de polos en lazo cerrado deseada
parael observador. Si se reguiere unarespuesta con
oscilaciones muertas la ecuacidon caracteristica
requerida es:

F@=2z=0.

Para este caso K = [Ke1 Keo K K], reemplazando
en la ecuacion (17) e igualando con la ecuacion
deseada se obtiene, a igualar coeficientes, la
siguiente ecuacion:
— G+ Gial oy + Gonl g + 6
Si Kez = Keg = Ke4 =0

o = 28

(r15

El diagrama de bloques del observador de orden
minimo implementado en Matlab se muestra en la
figura (4).

e + Gy =10 [185)

(19}

Fig. 4. Diagrama de blogues del observador de
orden minimo.

5.3 Control Tipo Modos Deslizantes para Swing
Up

Es una técnica de control robusto, la cual permite
controlar sistemas no lineales con imprecisiones de
modelaje y/o perturbaciones. Se implementa el
modo deslizante y la ley de control dada por Furuta
(2003) para acercar al péndulo a la posicion
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invertida. El modo deslizante esta designado por s
=0, donde ses dado por:

a=0 Lasinh (200)

Donde a es una constante positiva. Dado que =
sin? — u cos? de la dindmica del péndulo simple
normalizada seobtiene:

§=0+acosdd 1)
i21)

- :t'j“.[r;l— H(.'thl?—l.li'i.'l.xbﬂﬁ

La ley de control para decrementar la funcion
candidata V = &, se encuentra con la condicién de
gue su derivada sea negativa, con lo que se obtiene:

= M aign(scnai) (22

La ley de control dada por la ecuacion (22), es la
gue se usara en la simulacion con la intension de
realizar una sintonizacion para hallar las constantes

(ay K).

6. SSIMULACION Y ANALISISDE
RESULTADOS

Lasimulacion del control de balanceoserealizo en
Simulink de Matlab aplicado al sistema no lineal;
en la figura 5se puede apreciar el diagrama de
bloques construido en Matlab. Tomando como
condicion inicial la dada por €l punto de equilibrio
inestable (7), ademas de incluir una perturbacion
tanto en el brazo (ent = 6seg), como en el péndulo

(ent = 10seQg).

LR il i g —t
P | { " ik b Pt dakd |
ai
- i s

Fig. 5. Diagrama de bloques control de balanceo
aplicado al sistema no lineal

Aplicando la ley de control dada por la ecuacién
(12) al sistema no lineal, se obtuvo la respuesta
para?; y ?, que se muestra en lafigura 6, la sefial
de control aplicada se muestraen lafig. 7.
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Prasician Rrawa i,

Praaciha Pardudo (md
M=k 3
&
i
L
S
K

Fig. 6. Respuesta posicion angular brazo y péndulo
ante perturbacion en control de balanceo.

A i

3 o . I 5 1
Toeg= [ g

Fig. 7. Sefial de control obtenida ante perturbacion
en control de balanceo

Para realizar €l control completo, esto es: llevar €l
péndulo de la posicion colgante ala invertida y
mantenerlo ali, se construyé un algoritmo de
conmutacion entre la ley de control dado por la
ecuacion (22) y la ley dada por la ecuacion (12),
controlado por la posicién del péndulo de la
siguiente manera™:

Si la posicién del péndulo con respecto a la
vertical es mayor de 25°, se activa el control de
swing up, ecuacion (22).

Si la posicion del péndulo con respecto a la
vertical esta entre 20° y 25°, no se redliza
control (u=0).

Si la posicion del péndulo con respecto a la
vertical es menor de 2(°, se activa el control de
balanceo, ecuacion (12).

En la figura 8 se muestra el diagrama de bloques
completo construido en Simulink para realizar la
simulacién del control de swing up y balanceo.
Realizando una sintonizacién se encuentra que las
constantes adecuadas para la ley de control (22)
son;a=1yK =2,

! Basado en |as pruebas hechas por Awtar et a. (2002)
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Fig. 8. Diagrama de bloques control de Sving Up
y balanceo aplicado al sistema no lineal.

En la fig. 9 se muestra la respuesta de las
posiciones del péndulo a control, como se observa
en tan s6lo 3seg. ya se tiene a péndulo en la
posicion invertida, y a los 7 seg. se aplica una
perturbacién la cual es corregida, en la fig. 10 se
entrega la sefial de control resultante en este
proceso. En las fig. 11 y 12 se muestran los
resultados obtenidos aplicando el control a
prototipo, como se observa en un poco més de 4
seg. se tiene al péndulo en la posicién invertida, y
entre los 6 y 7 seg. se encuentra la respuesta ante
una perturbacion la cual se corrige inmediatamente.

4

Pasickn Dmos (|
[P —

Poaician Pindaiz {redj

i i i i i i i i i
b i 1 i E] E] [ T C || #
Tares (531

Fig. 9. Smulacién control
Balanceo: Posiciones

-4

de Swing Up vy

[ T 1 B 1]

Fig. 10. Simulacién control de Swing Up vy
Balanceo: Sefial de control
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Pasiaén Dam

] E '
-

11. Control de Swing Up y Balanceo prueba
sobre el prototipo: posiciones.

Fig.

o B B
-

Fig. 12. Control de Swing Up y Balanceo prueba
sobre el prototipo: Sefial de control.

7. CONCLUSIONES

Se usan las posiciones angulares ?1y 7?2 para
estimar el estado del sistema (velocidades
angulares y corriente del motor) por medio del
observador de orden minimo; en el prototipo la
medicién de las posiciones fue sencilla debido a
uso de los encoders incrementales y el dsPic, que
realiza un acondicionamiento con un bajo nivel de
ruido y dala posibilidad de controlar el motor por
medio de un modul o especializado.

La implementacion del sistema no linea en
Matlab, usando las ecuaciones diferenciales que
describen la dindmica del péndulo de Furuta,
ofrece una herramienta Util, ya que se logra evaluar
la respuesta ante condiciones iniciadles y la
demostracion de las dos leyes de control aplicadas
aqui, cuando aun estaba en egjecucion la
construccién del prototipo.
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La similitud entre la respuesta obtenida en
simulacion con la obtenida con el prototipo juega
un papel importante en la validacion del modelo no
lineal construido en Matlab, el cual corrobora que
el uso del modelo matemético puede suplir la falta
del sistema fisico a momento de inplementacion
de leyes de control disefiadas.

El modelo no lineal cambia drasticamente al
agregar a péndulo una masa haciendo que se deba
redisefiar las leyes de control a fin de obtener un
comportamiento Optimo del sistema.

La inclusién de la quinta variable permite tener la
certeza de implementar la sefial de control como
voltagje a actuador.

8. RECONOCIMIENTO

Desarrollado gracias a aporte econdémico por parte
del grupo DSP_Uptc. Ademas agradecer a Ben S.
Cazzolato y Zebb Prime, por e desarrollo
matematico hecho en el modelado.
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