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Abstract: This work deals with the mathematical modeling of the three-phase induction
motor, starting from its physical model. The flux, currents and voltages equations were
obtained, from mathematical transformations; the torque and the mechanical equation are
also obtained. These equations are expressed in different coordinated systems; obtain
different expressions of the same model, depend on the selected coordinate system.
Finally, the mathematical model was expressed in the state variables notation, the most
suitable representation to perform simulation, and in an arbitrary coordinate system that
summarizes the whole previous analysis. Also was present a mathematical model with the
magnetic saturation including non lineal phenomena in the model.

Resumen: En este trabajo se obtiene el modelo matematico del motor trifasico de
induccion, partiendo de su modelo fisico. Se obtienen las ecuaciones de los flujos,
corrientes y voltajes, a partir de transformaciones matematicas, también se obtienen la
ecuacion del par y la ecuacion mecénica. Estas ecuaciones se expresan en diferentes
sistemas de coordenadas, obteniéndose deferentes expresiones para el mismo modelo en
dependencia del sistema de coordenadas seleccionado. Finalmente se expresa el modelo
matematico en la notacién de variables de estado, representacion mas comoda para
efectuar la simulacion, y en un sistema arbitrario que resume todo el analisis anterior. Al
igual, se propone un modelo matematico de la maquina que tiene en cuenta el fenomeno
no lineal de la saturacion magnética.
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1 INTRODUCCION

La maquina de induccion debido a sus
caracteristicas constructivas y su naturaleza de
funcionamiento, es un sistema de significativa
complejidad en términos de andlisis y modelacion.
Siendo asi, su modelaje es afectado por varias
idealizaciones con el objetivo de hacerlo mas
simple, tanto el propio proceso de modelacion,
como el modelo resultante. Con este mismo
objetivo, son también utilizados cambios de
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variables que permiten obtener modelos mas
simples para el motor de induccidn, sin implicar
idealizaciones de la maquina.

En la literatura donde se estudia problemas del
control de motor de induccidén, el modelo es
presentado de diversas formas distintas. Estas
diferentes formas de presentacion del modelo del
motor de inducciéon se relacionan entre si por
cambios de variables y pueden se pueden obtener
facilmente una de otras.
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En este trabajo se presenta de forma condensada el
proceso de modelacion del motor de induccion
desde un andlisis de sus caracteristicas
constructivas hasta la obtencidon del modelo
utilizado en la simulacion.

2 ALGUNOS ASPECTOS CONSTRUCTIVOS

El motor de induccion es un montaje concéntrico
del estator y rotor, el estator es montado
internamente a una carcasa que posee una base
para su fijacion. El rotor esta montado sobre un eje
sujeto en los laterales del motor.

El estator y el rotor, estan compuestos de material
magnético de alta permeabilidad relativa para
formar un circuito de baja reluctancia. El espacio
existente entre el estator y el rotor es llamado
entrehierro, que es donde se concentra
practicamente toda la reluctancia del camino
magnético.

La superficie del estator y del rotor estdn cubiertas
de ranuras, donde estan montadas las bobinas que
componen los enrollados del estator y de rotor,
respectivamente. Estos enrollados, cuando son
recorridos por una corriente eléctrica, producen un
campo magnético cuya interacciéon produce el par
del motor.

El enrollado del estator esta constituido de tres
conjuntos de bobinas, cada una corresponde a una
fase. Cada conjunto serd llamado enrollado de fase
a, b y c, representando a la fase que se refiere. Los
enrollados de las fases a, b y ¢ estan desfasados
geométricamente de 120 grados. Generalmente
estos enrollados son iguales entre si, o sea,
presentan la misma resistencia y el mismo nimero
de espiras.

Un enrollado semejante al del estator puede estar
montado sobre el rotor, caracterizando a un motor
de rotor bobinado. Otra forma, mas comin en la
practica, es tener el enrollado del rotor constituido
de barras de aluminio previamente fundidas y en
cortocircuito en sus extremos. Este ultimo caso
caracteriza al motor de induccién jaula de ardilla.
Y presenta varias ventajas sobre el primero en
relacion costo, peso, robustez, pero no permite el
acceso a las variables eléctricas del rotor.

3 MODELO FiSICO DEL MOTOR DE
INDUCCION

Para fines de modelacién, sera considerado un
motor de induccidn trifasico de rotor bobinado, con
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P pares de polos, conectado en estrella, constituido
de un enrollado simétrico en el estator, o sea
compuesto de tres enrollados idénticos desfasados
geométricamente a 120 grados, y de un enrollado
semejante en el rotor.

La teoria generalizada de las maquinas eléctricas
introduce una serie de consideraciones con el
objetivo de simplificar el proceso de modelacion y
también el modelo resultante. Equivale a decir que
las maquinas son consideradas ideales. Las
hipotesis generalmente consideradas son [O’Kelly,
1968]:

1. La saturacion magnética es despreciada. Se
considera valida la superposicion de los flujos
y todas las inductancias son consideradas
independientes de la magnitud de las
corrientes.

2. La distribucion  espacial de fuerzas
magnetomotrices y del flujo en el entrehierro
son consideradas sinusoidales y simétricas en
relacion con el eje magnético de los
enrollados.

3. La distorsion en el flujo introducida por el
efecto de las ranuras es ignorada. Los
enrollados son considerados que estan
constituidos de una distribucion sinusoidal de
conductores de diametros despreciable.

4. Las pérdidas por histéresis y por corrientes
parasitas en el material magnético son
despreciadas.

Todas estas hipotesis introducen simplificaciones
en la modelacion, a través de desconsideracion de
algin fendmeno que ocurre en la realidad.
Introduciendo, asimismo, imperfeccion en la
modelacion. La hipdtesis mas restrictiva es,
ciertamente, la desconsideracion de saturacion
magnética. En muchos casos su efecto no puede ser
despreciado. Para estos casos, algunas técnicas
pueden ser utilizadas para introducir en el modelo
final el efecto de saturacidn magnética, como se
mostrara mas adelante [Yi-Kang, 1985].

3.1 Ecuaciones de los flujos

Como el medio magnético es considerado
lineal, podemos utilizar el principio de
superposicion para obtener las expresiones de los
flujos. Y escribiendo de una forma matricial,
obtenemos:

2’5 LS LS}‘ (er ) i
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e L, es la inductancia de dispersion
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)
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correspondiente a un enrollado de una fase
dada del estator. Como los enrollados son
considerados iguales, la inductancia de
dispersion es la misma para las tres fases
del estator.

. I

. es equivalente a L, en relacion al

rotor.
e L  es la inductancia de magnetizacion

correspondiente a un enrollado de una fase
dada del estator. También, por cuestiones
de simetria, su valor es lo mismo para todas
las fases del estator.

e L, esequivalentea L,  en relacion con

el rotor.

e L, es el valor maximo de inductancia

mutua entre el enrollado de una fase dada
del estator o el enrollado dado de una fase
del rotor.

e Los flujos asi obtenidos se corresponden a
los flujos concatenados en los enrollados de
las fases correspondientes.

Definiendo la relacion de espiras n como:

=T 9
n I )

N

Pueden ser referidas las magnitudes del rotor al
estator, introduciendo la relacion de transformacion
8 en la ecuacion 1, de la cual obtenemos:

Universidad de Pamplona
LLD.T.A.

Tecnologias de Avanzada

A =L+ L(6)ni (10)
n
~A, = 1L§, ©.)i, + %Lrnir (11)
n n n

Denotando las variables del rotor referidas al
estator por el supra-indice ' queda definido como:

! 1
Ar==A i =ni, (12, 13)
n
=t 1)="r,0) 0419
n n
Obteniéndose:
ﬂ'S = LS iS + L;r (Hr )i; (16)
A =L"(0)i,+Li (17)

A partir de las definiciones anteriores obtenemos
algunas identidades importantes:

[ =mr s (1 8)
n n

Lms :Lr’nr :L;r’ L'fr:Lms :L;;w (193 20)

Con estas relaciones, podemos escribir las
ecuaciones 16 y 17 de tal forma:

A0 L, oTi M Vi
A = ‘ +Lms t .‘, (21)
Al lo | veoM |1

Donde:
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cos(6).) cos[&_ +?j cos[&_ —?j (23)

V= cos(ﬁ,_ —2{] cos(@) cos(&, + 2{)

cos(ﬁl, +2—;] cos(ﬁr —2—37[) cos(8,.)

L, =diag(L,), L, =diag(L]) (24, 25)
3.2 Ecuaciones de las tensiones

Las expresiones obtenidas para las concatenaciones
flujos en los enrollados de las fases del estator o el
rotor, son obtenidas directamente de las
expresiones para las tensiones de los terminales de
los enrollados utilizando la relacion de tension
corriente en un circuito RL y esta dada por:
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V=Ri+pl (26)

Utilizando las ecuaciones 16 y 17, obtenemos, de
una forma matricial,

Kﬁl-[’% el o M
ety L]

3.3 Ecuacion del par electromagnético

El par es producido por interaccion de los flujos del
rotor y del estator. Esta interaccion se manifiesta en
la variacion de inductancia mutua del estator y del
rotor en funcién de posicion.

La expresion para el par electromagnético puede
ser obtenida de las expresiones de energia
almacenada en el circuito magnético a través de la
relacion  [O’Kelly, 1968], [Krause, 1986],
[Reginatto, 1993]:

_ow, %)
© 00,
Para el caso del motor de induccion, tenemos
W,=i'Li +i"Li+i'L ()i (29)

Sustituyendo la ecuacion 25 en 24 se obtiene la
expresion para el par:
OL; P 0oL, (6
Tezizﬂi;:ﬂ-zwd (30)
00, 27" 06,

3.4 Ecuacion mecanica

La ecuacion mecanica relaciona las variables
eléctricas del motor con la carga, segun la segunda
ley de Newton para el movimiento rotatorio.

La siguiente ecuacion describe el comportamiento
de la velocidad mecénica, o también la posicion del
rotor, en funcidon del par electromagnético y los
parametros de la carga. En términos de la velocidad
mecanica se puede escribir [O’Kelly, 1968],
[Barbi, 1988], [Reginatto, 1993]:

Jpw, +Bw, +T. =T, (31)
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Donde:
e Jes el momento de inercia del motor
mas la carga.
e B es el coeficiente de amortiguacion
del motor mas la carga.
e T.esel par de la carga.

Podemos también escribir 31 en términos de la
velocidad angular eléctrica del rotor w,

w —Bw (32)
r 2 m
P
Jpwr+Bw,=E(Te—Tc) (33)

3.5 Modelo fisico completo

Las ecuaciones 27, 30 y 33 describen el
comportamiento de un motor de trifasico de
induccion de rotor bobinado de P polos, conectado
en estrella y alimentado por tension, donde se
consideraron las aproximaciones del inicio de la
seccion.

Es importante resaltar algunas de las caracteristicas
notables del modelo que se obtuvo:

1. El modelo esta constituido por 7 ecuaciones
dindmicas (6 ecuaciones de voltaje y una
ecuacion mecanica).

2. El modelo es no lineal, dado los productos de
las corrientes en la ecuacion del par y del
producto de la velocidad angular del rotor en
las ecuaciones de los voltajes.

3. El modelo es variante en el tiempo, dado que
la inductancia mutua estator - rotor varia con
la posicion del rotor.

Estas caracteristicas revelan la complejidad de este
modelo e imponen la necesidad de buscar modelos
mas simplificados que permitan un tratamiento
analitico mas facil. Esto se logra con cambios de
variables sin implicar aproximacion alguna.

4 SISTEMAS DE COORDENADAS
ARBITRARIO

El modelo desarrollado en la seccion anterior es
bastante complejo para un analisis adecuado del
comportamiento del motor de induccion. Esta
complejidad esta relacionada principalmente con el
hecho de que la inductancia mutua estator - rotor es
dependiente de la posicion del rotor, la cual varia
en el tiempo.
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Una simplificacion significativa del modelo del
motor de induccion puede ser obtenida por la
introduccion de un cambio adecuado de las
variables  [Barbi, 1988], [Krause, 1986],
[Reginatto, 1993]. Este cambio de variables
consiste en referenciar las variables de sistemas
trifasicos, tanto de estator o de rotor, en un mismo
sistema de coordenadas compuestos de dos ejes en
cuadratura y otro eje, conocido como eje de
secuencia cero. Las variables del nuevo sistema de
coordenadas son distinguidas por los indices d, q y
o representando los ejes directos, de cuadratura y
de secuencia cero, respectivamente. Este nuevo
sistema de coordenadas es conocido como sistema
de coordenadas arbitrario.

La figura 1 ilustra la relacion geométrica entre los
sistemas de coordenadas arbitrario y el trifasico. El
sistema de coordenadas trifasicos representados por
los ejes a, b y ¢ desfasados geométricamente de
120 grados. En la figura también se muestra el
sistema de coordenadas arbitrario.

La relacién entre las variables de los dos sistemas
de coordenadas esta dada como a continuacion se
muestra [Krause, 1986], [Reginatto, 1993]:

fqdo = K_lfabc (34)
2 fa
fqdo: fd fabc: fb 33)
LS e
cos(9) cos[a—%ﬂj cos(m%”j 6
=2 o) 0= 022 .
i 3 :

0= [wit)dt (37)
fbs

w
fcs fd

/%Y'fq
0 >

/\ )

Fig. 1: Sistema de coordenadas abc y dgo
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La transformada inversa esta dada por:

fabc =K fqdo (38)
Donde:
K= co:((:faz);) El;faz);rj 1 (39)

cos 9+2—” sin 9+2—” 1
3 3

Es importante notar que el 4ngulo & determina la
posicion de sistemas de coordenadas arbitrario en
relacion con la trifasica. De esta forma, escogiendo
adecuadamente @, se puede referenciar tanto las
variables del estator, como las variables del rotor,
en mismo conjunto de ejes dg. Por tanto, es
necesario considerar que los enrollados del rotor
giran a una velocidad W, en relaciéon con los
enrollados del estator. Asimismo, la posicion del
sistema de coordenadas arbitrario de un sistema de
coordenadas trifasico fijo en el rotor esta dado por

0 -6 donde:
0, =[w,(t)dt (40)

Representado por los subindices s y r, las
transformaciones de variables referentes a las
variables del estator y del rotor, respectivamente,
obtenemos

fqdas = Kﬁlfabcs (41)
qu fas

fqdas = fds fabcs = fbs (429 43)
fos fcs

K!'=K"' K, =K (44, 45)

Lo mismo para el rotor:

fqdar = K;lfabcr (46)
fqr far

fqdor = fdr fabcr = fbr (47’ 48)
f()r fcr

cos(€ -0, ) 003[9 -0, - 2{) cos(& -0, + 2{) (49)
K;l :g sin(&—@,) sin[&—&, —z—ﬂj sin(@—&,_ +2—”j
3 3 3
1 1

1
2 2 2
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cos(0-6,) sin(0-6,) 1 50)
K, = m@—ﬁ,—%} sin[@— 0. _27”) 1

cos[@— 6.+ 2—3”) sin[&— 6. + 2—3”) 1

4.1 Ecuacion de los flujos

Con las transformaciones K, y K,, podemos

obtener las ecuaciones de los flujos del motor de
induccion de un sistema de coordenadas dgo.
Aplicando el cambio a las variables en las
ecuaciones 16 y 17 que describen los flujos,
obtenemos:

. i .
KS qdos = LsKslqdos + Lsr (0;’ )Krlqdor (51)
!’ e . ’ o

Krﬂ’qdor =L sr(er )Kslqdos + LrKrlqdor (52)

Desarrollando en matrices:

(A, ] [Le 0 O0Ti,] [L, O oOfi,]
del=l0 L, 0 fig|+lo L, ofi| ©3
ds |~ s ds m dr
|| O 0 L i, 0 0 0]i,]

A0 ML, o ofi, ] [t o oTi, .
=l o L, ofil+ 0 £ o] O
A Lo o ofi,| |0 o L i

Escribiendo de forma mas compacta:

/lqdos = quosiqdos + Lc;dosricliqor (55)
/,Lc;dor = Lc;dosriqdos + Lc’]doric,iqor (5 6)
Donde:
3 3 3
Lm :7Lms :7L;nr :7L;r (57)
2 2 2
Ls = Lls + Lms = Lls + Lm > (58)
L =L +L =L, +L, (59)

4.2 Ecuaciones de las tensiones

El mismo procedimiento puede ser aplicado a las
ecuaciones de tensiones para obtener sus
ecuaciones correspondientes en el sistema de
coordenadas arbitrario.

De las ecuaciones 27, obtenemos:

Vabcs = Rsiabc's + p/labcs (60)

a,bcr = R;i;bcr + p/a“c,tbcr (61)
Aplicando los cambios de variables K, y K, en las

ecuaciones 60 y 61, obtenemos:
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_ -l . -1
I/qdos - Kx RA'leqdox + Ks p(Kv qdox) (62)
-1 . -1
= Ks RsKslqdos + (Ks pKS )ﬂ'qdas + p/lqdos
I/a,bcr = K;IR;Kri(;dvr + Krilp (Krﬂ’;dor) (63)
= K;'RK,i,,, + (K. K, )AL + DAL,

Con esto, las ecuaciones de las tensiones para el
motor de induccion en el sistema de coordenadas
dgo quedan:

Vs R, 0 0], p w04, "
Vi |=1 0 R, O iy |+|—w p O A, (64)
| Vos 0 0 R |i, 0 0 0fA4,
Var R0 0|, p w=w, 0|4, (65)
Vt’ir =10 R; 0 lt’ir + - (W - Wr) p 0 2’(’{7
| Lo o R, 0 0o ofA,

4.3 Ecuacion del par electromagnético

Aplicando los cambios de variables K y K, en la
ecuacion del par del motor de induccion y
utilizando las ecuaciones 53 y 54, obtenemos:

3Pl-o 1
T, = 220_Lm(/1dr/1qs - ﬂ’qrﬂ’ds) (66)
3PL [, .
T = EEL—(/I wlos = Aori) (67)
2
o =1——"- (Coeficiente de dispersién) (68)

Estas son algunas de las formas posibles de obtener
el par electromagnético producido por el motor de
induccion en un sistema de coordenadas arbitrario
dqo.

5 DIFERENTES MODELOS

Podemos notar en las ecuaciones de las tensiones
en el sistema de coordenadas arbitrario, ecuaciones
64 y 65, que las tensiones del eje o es
independiente de cualquier variable de los ejes d y
q. De la definicion de la transformacion K, se
puede verificar que las tensiones de alimentacion
del motor de induccion fueron supuestas de forma
simétrica, en este caso las tensiones en el eje o
seran  nulas. Asimismo, haciendo esta
consideracion, el modelo del motor de induccion
puede ser representado por ecuaciones relativas a
los ejesdyq.
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5.1 Modelo del motor de induccion en varios
sistemas de coordenadas

Escogiendo adecuadamente la velocidad del

sistema de coordenadas arbitrario W, se puede

obtener caracteristicas particulares en el modelo
del motor de induccién. Tres casos particulares son
de gran interés:

e w=0 sistema de coordenadas fijo en el
estator. Coincide con sistema de coordenadas
estacionario o también como sistema de
coordenadas afo.

e w=w, sistema de coordenadas fijo en el

rotor. Es poco utilizado en la literatura para
motor de induccidn. Sin embargo, es de mucha
importancia para el motor sincronico.

e w=w, es conocido como sistema de

coordenadas sincronico, por girar con la
frecuencia sincronica de las tensiones de
alimentacion.

El sistema de coordenadas sincronica es el mas
utilizado en estudio del motor de induccion por
presentar la importante propiedad de representar
las variables sinusoidales del sistema de
coordenadas trifasico por valores constantes.

El modelo del motor de induccion en el sistema de
coordenadas arbitrario puede ser presentado de la
forma:

Ve =R+ p/lqs +w A, (69)
Vas = Rsids + pﬂ“(/s -w ﬂ’qs (70)
v, =Ri, +pl, +(w-w)i, (71)
vdr = Rridr + pﬂ’dr - (W - Wr )ﬁ‘qr (72)
A =L+ Lj, Ay =Li,+Li, (73,74
Ap=Li, + L A, =Li,+Li, (7576)
_3PL, )
e 2 2 L (/Idr qs ﬂ’quds) (77)
P
Jpw, ==Bw, += (T, ~T.) (78)
2
w, =—W, 79
m=p" (79)

5.2 Modelo del motor de induccion en variables
de estado

Tomando los flujos como variables de estado,
puede ser obtenido el motor de induccion en
variable de estado:
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R -0 R

Ay == Ay = Wiyt A 4y, (80)
oL, * c L,
== g rwa R e 8D
O-LS O- m
R 1-c R

- r r 2
‘”__O'L Agr —(w w)ld,-i—?L—ﬂ +v, (82)

'm

/id,:f—Rr /1d,,+(w7w,)/1r+—170&/1d5+vd, (83)
ol c

r m

i== B P (84)
J 2J
3Pl-o 1

e Ez o T(ﬂ“drlqs _lquds) (85)
2

w o =—w 86

m=pWr (86)

5.3 Modelo del motor de inducciéon en variable
de estado considerando la saturacion magnética

El parametro del motor que mas varia con la
saturacion es la inductacia mutua L,,. Una forma de
considerar el efecto de la saturacion es considerar
L, variante en el tiempo en funcion de las
amplitudes de dos flujos. Un modelo mas adecuado
a las ecuaciones 80 a 86 puede ser obtenido en
funciéon de los flujos del entrehierro [Yi-Kang,
1985]:

//i’dm = Lm (ids + idr) (87)
Agm = Lm(iqs + iqr) (88)

Reestructurando las ecuaciones 80 a 86 en funcion
de 87 y 88, obtenemos:

/iqs = [Ii (/1qm —/1 ) WA + Vs (89)
: R
//i’ds = _i(ﬂ’dm - //i’ds )+ W/lqs + Vs (90)
Is
A= Re(n ) -(w-w,)A 91
qr — L] gm ~— Tqr )T W=W, ) +vqr ( )
: _ R,
ﬂ‘dr = L] (ﬂ’dm - ﬂ’dr)+ (W_ Wr)ﬂ’qr + Var (92)
. _ B P 1
- 2w+ —(1-T, 93
W, ===+ —(1,-T,) 93)
3P 1
le= EEL (idriqs_/lqrﬂ’ds) (©4)
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A A,
Agn =L,| =5+ 74 (95)
Lls Lls
Ay Ay
Agm =Lg| ==+ (96)
Lls Llr
L = ! 97)
a1 1 1
Lm LS Ll‘
2
wo=—Ww 98
m P r ( )
6 CONCLUSIONES

En este trabajo fue presentado, de forma sintética,
el proceso de modelaje del motor de induccion.
Este desarrollo tiene como objetivo presentar al
lector los conocimientos utilizados, las hipotesis
consideradas, las suposiciones introducidas, etc.,
con el fin de mostrar la modelacion del motor de
induccion.

Fue presentado un desarrollo del modelo fisico del
motor de inducciéon, o sea la obtencion de las
ecuaciones de los flujos y de las tensiones a partir
de un analisis de las caracteristicas constructivas
del motor.

Se dio el concepto de sistema de coordenadas y se
obtuvo el modelo del motor de induccion en el
sistema de coordenadas arbitrario. También se
presentd una representacion en variables de estado
y la consideracion del efecto de la saturacion.
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